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Ein Computer ist eine deterministische Maschine: Mit ihm lassen
sich nur deterministische Prozesse durchfuhren.

Ein Prozess heil3t deterministisch, wenn zu jedem Zeitpunkt wahrend
des Prozesses bestimmt ist, wie der weitergeht.




Any one who considers arithmetical methods of producing random
digits is, of course, in a state of sin.

Zitat von John von Neumann (1951).



vwann nennen wir eine

Zahlenfolge ,,zufallig“?



Eine Folge von lauter Nullen und Einsen heiBt zufallig,
wenn sie sich nicht durch eine klirzere Folge beschreiben
lasst.

Zur Erlauterung: Die Folge 010101... ist in diesem Sinne nicht
zufallig.

‘yﬁ

A. N. Kolmogorov G.J. Chaitin



(1) Wie kann man (pseudo-)zufallige Zahlenfolgen erzeugen?

(2) Was kann man mit solchen (pseudo-)zufalligen Zahlenfolgen
anfangen?

(3) Wie kann man erkennen, wie ,,gut" solche (pseudo-)zufalligen
Zahlenfolgen sind?



Die Schwachen sind nicht immer
sofort zu erkennen!

— Arbeitsblatt 1



Aufgabe 1:

Zufallszahlen zur Simulation eines Wurfelexperimentes:

1. Beispiel:

1 3 4 2 5 6 6 3 214 4 5 3 2 1 1 4 3 6

3 2245 3 311415 3 216 6 5 4 3

2 4 11 2 4 3 6 61 45 5 2 3 41 1 2 6
4 3 3 21 6 6 5 41 3 2 2 4 3 2 1 4 6 3
321 46 3 3 21406 3 3 214 6 3 3 2
1 4 6 3 3 2146 3 3 2146 3 3 2 1 4



2. Beispiel:

11 2 3 2 41 2 5 2 6 3 4 6 3 4 2 4 3 4
6 5 6 3 25 6 151 3 141 4 6 5 6 6 2
34 6 2 4 2 15 3 5 4 6 45 6 5 3 3 5 6
4 2 6 1 6 1 2 4 3 4 2 5 4 5 3 5 2 3 4 2

3 6313 2 435 362 215 156 3 6

4 51 3 1 6 1 3 21 6 1 3 4 5 4 5 3 2 5
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Auf der Suche nach Zufallszahlen

— Der franzosische Naturforscher G. Buffon (1707-1788) warf eine Miinze
4040 mal und erreichte dabei 2048 mal ,,Kopf" und 1992 mal ,,Zahl",

— Der englische Biologe W. F. R. Weldon zeichnete 26 306 Wurfe mit 12
Wurfeln auf.

— Der Schweizer Naturwissenschaftler R. Wolf fuhrte 100000 Wurfe mit ei-
nem einzigen Wiurfel durch.

— Der Statistiker K. Pearson analysierte den Ausgang zahlreicher Roulette-
spiele und notierte sich die Zahlen.
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Bei echten Zufallszahlengeneratoren handelt es sich um me-
chanische oder elektrische Gerate, die echte zufallige Zahlen-

folgen liefern.

Erster kommerziell hergestellter Computer: Ferranti Mark 1

echte Zufallszahlen durch einen Rauschgenerator!

Im Jahre 1955 druckte die RAND Cooperation ein Buch mit 1.000.000
Zufallszahlen ab, die durch elektrisches Rauschen erzeugt wurden.
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Was sind die

Vorteile

und was sind die

Nachteile

von ,,echten’ Zufallszahlengeneratoren im Vergleich zu algorith-
mischen Zufallszahlengeneratoren?
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Die Vorteile von ,,echten* Zufallszahlengeneratoren:

— man bekommt ,,gute” Zufallszahlen, mit denen man sehr rea-

listisch simulieren kann

— Perioden oder ahnliches treten nicht auf
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Die Nachteile:

— zeitaufwandige Erstellung der Tafeln

— Beschrankung des Vorrats an Zufallszahlen

— keine Reproduzierbarkeit der Zufallszahlen

— VerschleiBerscheinungen der eingesetzten Gerate

— Arbeitsblatt 2
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Der alteste algorithmische Zufallszahlengenerator ist der von John
von Neumann etwa 1946 vorgeschlagene

,, Mitten-Quadrat-Generator*:

Beispiel:

zo = 1234 x5 = 01522756
=T

z1 = 5227 x% = 27321529
=9

zo = 3215 x5 = 10336225
:x3

USW.
18



Aufgabe 2:

Beginne mal mit dem Startwert xg = 5283 und fuhre den Algorithmus
ein paar Mal durch. Was fallt dir auf? Wie ist dieser Zufallszahlenge-
nerator auf Grund dieses Ergebnisses zu bewerten?

19



Fir eine reelle Zahl r bezeichnen wir mit INT (r) den ganzzahligen
Anteil dieser Zahl, d.h. wir ,,schneiden die Zahl hinter dem Kom-
ma ab“.

Beispiele:
INT(3,14159) = 3,
INT(0,356) = O,
INT(—36,98) = -—36.

In excel: GANZZAHL ()

20



Nun konnen wir den Algorithmus angeben:

(1) Wahle vierstelligen Startwert xz(0).

(2) Setze fir :=1,...,N:

(1)
x(17)

1

INT((z(i — 1))?/100)
z(i) — INT(z(i)/10000) - 10000
i+ 1

Und nun programmieren wir ihn!

21



Wir haben gesehen: Dieser Algorithmus hat eklatante Schwachen!
Vielleicht sind wir ja nicht chaotisch genug vorgegangen?

Was kann mal also tun? Mehr Chaos veranstalten?

Je mehr Chaos, desto bessere Zufallszahlen?

— Algorithmus K (der ,,superzufdallige" Zufallszahlengenerator)
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Merke: Zufallszahlen sollten niemals mit einer zufalligen Metho-
de erzeugt werden!
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Division mit Rest

Es sei m eine beliebig gewahlte naturliche Zahl mit m > 0. Fur eine
naturliche Zahl a bezeichnen wir im Folgenden mit

Rest;,(a) =7

den Rest, der auftritt, wenn wir a durch m mit Rest teilen:

a=qg-m-+r mit 0<r<m.

24



Beispiele:

e a=20 m="7T: 20=2.7+6 -  Rest-(20) = 6,

e a =3, m=10: 3=0-10+3 -  Restio(3) = 3,

e a =45 m=9: 45 =5-940 =  Restg(45) = 0.

25



Gruppenaufgabe:

Finde fiir die folgenden Paare die Division mit Rest und gib Rest;,(a)
an:

(a) a =30, m = 6,
(b) a=77, m =8,
(c) a=0, m = 1000,

(d) @ = 100, m = 99.
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Der Lineare Kongruenz-Generator

wurde 1949 von dem amerikanischen Mathematiker D. H. Lehmer
(1905-1991) eingefiihrt

Der Lineare Kongruenz-Generator ist haufig immer noch ein Be-
standteil vieler Zufallszahlengeneratoren.

Aber: Wir werden spater sehen, wo die Schwachen liegen.

27



1. Schritt: Wahle

e einen Modul m mit m > 0,
e cinen Multiplikator a mit 0 < a < m,
e eine Verschiebung c mit 0 <c < m,

e cinen Startwert X mit 0 < Xg < m.

2. Schritt: Berechne fur ¢ > O:

X'i—|—1 = Restm(a - X; + C).

3. Schritt: Breche ab, sobald eine Periode eintritt.

28




Gruppenaufgabe:

Fuhre den Algorithmus durch fur m =10, Xg =1, a=7 und c=17.

Was fallt dir auf?
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., Pech* gehabt?

Gibt es vielleicht Regeln fur ein gutes Ergebnis?

Was ist uberhaupt ein gutes Ergebnis?
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Gruppenaufgabe:

Nehmen wir mal an, wir haben m, Xg, a und c irgendwie gewahlt.

Nach wie vielen Schritten tritt allerspatestens wieder eine Wiederholung
auf? Was ist also die groBtmogliche Periodenlange?

— Arbeitsblatt 3
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Jetzt wissen wir also, was wir bestenfalls erwarten durfen. Wie
aber konnen wir das erreichen?

Die durch einen Linearen Kongruenz-Generator erzeugte Zahlenfolge
hat genau dann die groBtmogliche Periodenlange, also m, wenn die

folgenden Bedingungen erfullt sind:

(a) ¢ und m sind teilerfremd.
(b) a — 1 ist durch jede Primzahl teilbar, durch die m teilbar ist.

(c) Wenn m durch 4 teilbar ist, dann ist auch a — 1 durch 4 teilbar.

32




Aufgabe 3:

Wir betrachten den Linearen Kongruenz-Generator mit a = 5, m = 8
und ¢ = 1. Sind dann die obigen Bedingungen erfullt? Fuhre den
Algorithmus jetzt mal fur ein beliebiges Xg mit 0 < Xg < m durch
und schaue, ob du wirklich eine Periode der maximalen Lange m = 8
erhaltst.

— Arbeitsblatt 4
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Aufgabe 4.

Versuche mal mit dem Linearen Kongruenz-Generator in Excel
Zufallszahlen zu erzeugen. Mache dir erst einmal klar, was du alles
brauchst:

— Felder, wo man m, a, c und Xg eintragen kann

— die Formel X7 = Rest,(a - Xg 4+ ¢)

— ganz viele Kopien dieser Formel, nur mit X; anstatt Xg und X,
anstatt Xj.

Jetzt erzeugst du mit deinem Zufallsgenerator 20000 Zufallszahlen mit
den Parametern a = 313, m = 16384, ¢ = 3271 und Xy = 0.

34



Transformation von Zufallszahlen

Wie kann man aus einer beliebigen Folge natlrlicher Zufallszahlen
eine Folge reeller Zufallszahlen konstruieren kann, deren Werte
zwischen O und 1 liegen?

Fuhre das in deinem Excel-Programm kurz durch!

35



Ziel: Wir wollen 100 zufallige Wochentage erzeugen!

Hierbei gilt:
= Sonntag"
1 = , Montag"“
6 = , Samstag"

— Excel-Programm (auch: Einerziffern)

36



— Arbeitsblatt 5
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Simulation eines Wurfelexperimentes:

Aufgabe 5:

Simuliere nun mit dem gerade erlenten Verfahren tausend zufallige
Wirfe mit einem Wiurfel. Verwende dazu die entsprechende Spalte des
Excel-Arbeitsblattes ,,Linearer Kongurenz-Generator'. Lass den Com-
puter zahlen, wie oft eine 1", ,, 2% . 3" usw. vorkam. Verwende da-
bei den Befehl ZAHLENWENN (siehe Excel-Hilfe). Versuche das Ergebnis
Zu interpretieren: Von wievielen Versuchen hast du wie oft eine be-
stimmte Zahl ,,gewdurfelt“? Bilde die Verhaltnisse, also die relativen
Haufigkeiten. Uberlege nun: Wie groB sind die (theoretischen) Wahr-
scheinlichkeiten? Vergleiche die Werte. Mache das Gleiche mit zehn-
tausend zufalligen Wiurfen. Vergleiche die beiden Ergebnisse und plotte
alle Werte in geeigneten Balkendiagrammen.

— Arbeitsblatt 6 38



Visualisierungen

Die Linearen Kongruenz-Generatoren haben einen systematischen
,Fehler*! Welchen??

Wir betrachten eine Folge von Zufallszahlen:
X0, X1, Xo ..., X, ..., X1

Interpretation als Punkte der Ebene:
PO — (XO7X1)7
P = (X1,X2),
Py = (X2,X3),

(Xm—2,Xm—1)-

S“U
o
I
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Im Idealfall, also bei echten Zufallszahlen, wurden wir folgendes
erwarten:
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Aufgabe 6:

Experimentiere selber mal ein bisschen mit den graphischen Darstel-
lungen. Lasse dir fur verschiedene Lineare Kongruenz-Generatoren
mal die zweidimensionale Visualisierung im Excel-Programm anzeigen.
Was stellst du fest? Siehst du irgendwelche Muster? Versuche es
zunachst mal mit

a=1229 | m=2048 , c¢c=1 und Xg=0.

Was beobachtest du?

41



Wir bilden nun Punkte im Raum aus drei aufeinander folgenden
Zufallszahlen:

Py = (Xo,X1,X2),
(X1, X2, X3),
(X27X37X4)7

3
|

Pp—3 = (Xm—SaXm—QaXm—l)a

Welche Musterbildung erwartet ihr jetzt?

— Matlab
42



Kann man diese Eindrucke, die man
von den Graphiken her bekommt,
auch mathematisch in den Griff be-
kommen?

Wie kann man testen, ob eine zufalli-
ge Zahlenfolge ,,gut‘ ist?

43



Der y2-Test

am Beispiel der Augensumme s zweier Wirfel

Beispiel:
1. Waurfel: 4
2. Wurfel: 3

Augensumme: 7

44



Ausgang s

W’keit ps

2

O 0O N o 00 b W

10
11
12

g &n Gl gle Glo Glo glo gle Fw Fv gl
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Beispiel: Augensumme: s = 4 Pg =

Bei 36 Wurfen sollte ungefahr

3
36. — =3
36
mal die Augensumme 4 vorkommen.
Bei 72 Wurfen sollte ungefahr
3
72.— =6
36
mal die Augensumme 4 vorkommen.
Bei 144 Wurfen sollte ungefahr
3
144 . — =12
36

mal die Augensumme 4 vorkommen.

46



Allgemein:

Wenn man nun n mal die beiden Wurfel wirft, sollte jede Summe
s ungefahr

n - ps — Mal

vorkommen.

Dies ist der sogenannte Erwartungswert fur die Anzahl der Wiurfe
mit Augensumme s.

47



Tabelle bei 144 Wurfen:

- Ausgang s

Erwartungswert: 144 pg

2

3

4

10

11

12

4

3

12

16

20

24

20

16

12
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Ausgang s Erwartungswert.: Wert Y; aus
144 - pg Experiment
2 4 2
3 3 4
4 12 10
5 16 12
o 20 22
4 24 29
3 20 21
9 16 15
10 12 14
11 3 9
12 4 6

49



Wie konnen wir nun auf Grund der Beobachtungen ein
Urteil

daruber abgeben, ob die Wirfel ,,fair" sind?
Wie konnen wir sicher sein, dass wir uns nicht irren?

Was ist die

Entscheidungsgrundlage?

50



Wichtig: Wir konnen auf keinen Fall ein sicheres, endgultiges
Urteil abgeben! Wir konnen anhand statistischer Tests nur
sagen, dass wahrscheinlich etwas gilt oder nicht gilt.
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Naheliegend:

Berechne

Q= Yo—n-p)°+ (Ya—n-p3)°+...+ (Y120 — n-p12)?

gezinkte Wurfel — hohe Abweichungen — hoher Wert von @
faire Wurfel — kleine Abweichungen — niedriger Wert von @

Problem?
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Man nennt

Yo —n - 2 Yz3—n- 2 Yio—n- 2
2 _ (V2 p2)” | (V3 p3)” 4 (o P12)
n - po n - p3 n-p12

X

die y2-Statistik der Beobachtungen Y5, ..., Yio.
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Wert x Wahrscheinlichkeit:

P(x* < z)
2.558 0.01
3.940 0.05
6.737 0.25
9.342 0.5
12.55 0.75
18.31 0.95
23.21 0.99
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Ausgang s Erwartungswert: Wert Y;, aus Wert Y;, aus

144 - pg Experiment 1 Experiment 2
2 4 4 3
3 8 10 7
4 12 10 11
5 16 13 15
6 20 20 19
7 24 18 24
8 20 18 21
9 16 11 17
10 12 13 13
11 8 14 9
12 4 13 5
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(4 — 4)2

(10 — 8)2

7 +

(10 — 12)2
8 + 12

_|_

13 — 16)2
( )Jr

16

(20 — 20)2

20

(18 —24)2 (18—-20)2 (11 -16)2 (13 —-12)2
+ + 50 + 16 +

24
(14 — 8)°

T g

295_9 :
120

(13 — 4)2

4

12
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_ (3-4)°

(7-8)2 (11 -12)2  (15—-16)2 (19 —20)2
4 + 8 + 12 T 16 + 20
(24 —24)2 (21 —-20)2  (17-16)2  (13-12)2
T 24 + 20 + 16 T 12
(9-8)2  (5—4)2
8 + 4

_I_

17
1— .
120

57



Gruppenaufgabe:

Fuhre den Test jetzt selber einmal mit 72 Wdirfen durch. Erstelle
eine Tabelle, die die Erwartungswerte und die tatsachlich erwdurfelten
Anzahlen fur alle moglichen Augensummen enthalt.

Berechne nun die xy2-Statistik und schaue in der Tabelle nach. Sind die
Wiirfel (wahrscheinlich) fair?
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Statistische Tests
fur zufallige Zahlenfolgen
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Eindimensionaler Test

Wir zerlegen das Intervall [0,1) in m gleich groBe Teilintervalle.
Nehmen wir mal an, wir wahlen m = 100. Dann zerlegen wir das

Intervall [0,1) also in die folgenden Teilintervalle:

[0:0.01), [0.01;0.02), [0.02;0.03),...,[0.99,1.00].

60



Wie grol3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, in einem bestimmten
Teilintervall zu liegen?

Da wir m Teilintervalle haben, ist die Wahrscheinlichkeit gerade

1
P= -

In unserem obigen Beispiel

[0:0.01), [0.01;0.02), [0.02;0.03),...,[0.99,1.00)

iSthﬁ.
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Gruppenaufgabe:

Nehmen wir einmal an, wir haben das Intervall in m Teilintervalle zerlegt
und wir haben n Zufallszahlen erzeugt. Wie viele Zufallszahlen sollten
dann erwartungsgemal in jedem Teilintervall liegen?
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Wende y2-Test an:

2 _ (Yo — 2)2 n (Y1 — )2 T (Y1 — 2)

n
m m m

X



zu hoher Wert von y2
— die Zahlen scheinen nicht gleichmalig verteilt
zu niedriger Wert von y?

— die Zahlen scheinen nicht zufallig

64



Beispiel bei Zerlegung in 100 Teilintervalle:

Wert x2 Wahrscheinlichkeit:

p=P(x* < x32)

63.23

77.046

89.181

98.334

108.093

123.225

134.642

0.01

0.05

0.25

0.5

0.75

0.95

0.99
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Gruppenaufgabe:

Schaue dir das Excel-Arbeitsblatt zum eindimensionalen Test fur
zufallige Zahlenfolgen an. Versuche zu verstehen, was in dem Excel-
Arbeitsblatt genau gemacht wird. Hierbei wird das Intervall [0,1) in
100 Teilintervalle zerlegt:

[0:0.01), [0.01:0.02), [0.02;0.03),...,[0.99,1.00).

Fuhre den eindimensionalen Test nun fur die von Excel selbst erzeugten
Zufallszahlen durch. Die entsprechende X2—Tabelle ist im Excel-Blatt
angegeben.
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Serientest

Zerlege

[0,1) x [0,1) ={(z,y) : x€[0,1),y € [0,1)}

in m?2 Teilquadrate:
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Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Paar (z,y) € [0,1) X

[0,1) von Zufallszahlen, in einem bestimmten Teilquadrat zu lie-
gen?

Da wir m? Teilguadrate haben, ist die Wahrscheinlichkeit gerade
1

m

68



Gruppenaufgabe:

Nehmen wir einmal an, wir haben das Quadrat in m2 = 100 - 100 =
10000 Teilquadrate zerlegt und wir haben 2n = 200000 Zufallszahlen
erzeugt. Wie viele Paare von Zufallszahlen sollten dann erwartungs-
gemal in jedem Teilquadrat liegen?
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Wir betrachten die GroBe:

> _ (o —75)° N (Y1 — 15)? (Yim—1— )2

2
X nm nm + ...+ - m

m2 m2 m2



Wert x2

Wahrscheinlichkeit:
p=P(x* < x3)

9672.965

9767.537

9903.258

9998.333

10094.016

10232.737

10330.917

0.01

0.05

0.25

0.5

0.75

0.95

0.99
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Gruppenaufgabe:

Schaue dir das Excel-Arbeitsblatt zum Serientest fur zufallige Zah-
lenfolgen an. Versuche zu verstehen, was in dem EXxcel-Arbeitsblatt
genau gemacht wird. Hierbei wird das Quadrat [0,1) x [0,1) in
100-100 = 10000 Teilguadrate zerlegt.

Fuhre den Serientest nun fur die von deinem eigenen Linearen
Kongruenz-Generatoren erzeugten Zufallszahlen und fur die wvon
Matlab, C und Excel erzeugten Zufallszahlen durch.
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Kopplung von Zufallszahlengeneratoren
Es gibt viele Moglichkeiten die typischen Schwachen des Linearen
Kongruenz-Generators, die wir ausfuhrlich kennengelernt haben,

ZUu verringern. Eine Moglichkeit:

Wir koppeln einfach zwei Zufallszahlengeneratoren!
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einfaches Beispiel:

Wir betrachten die beiden Linearen Kongruenz-Generatoren

(1) X’L—I—l — ReSt7(5O - X+ 9)7 X0 = 5,
(2) Xi—|—1 Rest7(50 - X; + 9), Xg = 6.
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Die erste Folge hat (bis zum Eintreten der Periode) die Gestalt:

57 07 27 47 67 17 37

die zweite Folge sieht wie folgt aus:

6,1, 3,5,0, 2, 4.

erste Folge: Zufallszahlen

zweite Folge: Position der Zufallszahlen

Problem: es gibt keine O-te Position!
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Also: erste Folge unverandert:

57 07 27 47 67 17 37

zweite Folge jetzt:

7,2,4,6,1, 3, 5.

Gruppenaufgabe:

Wie lautet also jetzt die vollstandige Folge, die wir auf diese Art durch
Kopplung der beiden Zufallszahlenfolgen erhalten?
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Gruppenaufgabe

Erinnerst du dich an den Zufallszahlengenerator aus Aufgabe 67 Es
war ein Linearer Kongruenz-Generator mit

a=1229 |, m=2048 , c¢c=1 und zg9=0,

bei dem in der zweidimensionalen Darstellung nur wenige, relativ weit
voneinander entfernte Linien sehen waren? Betrachte nun das Excel-
Arbeitsblatt ,, Kopplung® zu dieser Aufgabe. Es werden dort 2048
Zufallszahlen mit diesem (schlechten) Linearen Kongruenz-Generator
erzeugt.

Schau dir nun an, was passiert, wenn man diesen Zufallszahlengenera-

tor mit einem anderen Generator koppelt.
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