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Ein paar einleitende Worte

Im Kurs iiber die Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen (Kurs 5) haben wir
uns ja in erster Linie mit dem Linearen Kongruenz-Generator beschéftigt.
Dabei sind uns Schwichen aufgefallen, insbesondere dahingehend, dass in
der zweidimensionalen Darstellung eine unerwiinschte parallele Linienstruk-
tur (und entsprechend in der dreidimensionalen Darstellung eine unerwiinsch-
te parallele Ebenenstruktur) erkennbar war. Wir werden uns in diesem Zu-
satzkurs mit einem weiteren Generator beschéftigen, der zumindestens diese
Schwiche nicht mehr hat, ndmlich mit dem sogenannten Inversen Kongruenz-
Generator. Die Mathematik, die dahinter steckt, ist deutlich anspruchsvoller
als die einfache ,,Division mit Rest“, die man fiir den Linearen Kongruenz-
Generator als Grundlage brauchte. Wir miissen uns die Kongruenzrechnung
etwas detaillierter anschauen, die wir ja im ersten Kurs schon kurz kennenge-
lernt haben . Insbesondere miissen wir genauer lernen, wie man ,,modulo m*
rechnet. Dort werden wir sehen, dass einige Gleichungen leider nicht 16sbar
sind, von denen wir eigentlich gerne hétten, dass sie 16sbar wéren. Dieses Pro-
blem tritt beim Rechnen ,modulo p* nicht mehr auf, wenn p eine Primzahl
ist. In diesem Zusammenhang wird der sogenannte Euklidische Algorithmus
eine wichtige Rolle spielen, den ihr vielleicht aus der Schule bereits kennt.
Wie beim Linearen Kongruenz-Generator werden wir uns auch beim Inver-
sen Kongruenz-Generator Gedanken iiber die Periodenldnge machen und ein
kleines Programm schreiben, mit dem man bei gegebenen Parametern schnell
iiberpriifen kann, ob die Periodenléinge maximal ist. AnschlieBend wollen wir
dann auch den Algorithmus des Inversen Kongruenz-Generators program-
mieren und damit eigene Pseudo-Zufallszahlen erzeugen. Ihr werdet also ne-
ben einer neuen Methode zur Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen auch eine
ganze Menge an (vermutlich fiir euch neuer) interessanter Mathematik ken-
nenlernen.

Ich wiinsche euch viel Freude dabei und hoffe, dass euch der Kurs gefillt.

Bonn, den 16.05.2004 Stefan Hartmann



Kapitel 1

Der Inverse Kongruenz-Generator:
der Algorithmus

Zur Erinnerung sei hier noch einmal der Algorithmus des Linearen Kongruenz-
Generators erwahnt:

1. Schritt: Wahle

e cinen Modul m mit m > 0,
e cinen Multiplikator a mit 0 < a <m,
e cine Verschiebung c mit 0 < ¢ < m,

e cinen Startwert X, mit 0 < Xy < m.

2. Schritt: Berechne fiir ¢ > 0:

Xi11 = Rest,(a - X; + ¢).

3. Schritt: Breche ab, sobald eine Periode eintritt.




Wir werden nun den Inversen Kongruenz-Generator kennenlernen. Der
Inverse Kongruenz-Generator arbeitet nach dem folgenden Algorithmus, der
rein formal dem Algorithmus des Linearen Kongruenz-Generators sehr dhnelt:

Inverser Kongruenz-Generator

1. Schritt: Wahle

e cinen (Primzahl)-Modul p mit p > 0, wobei p eine Primzahl ist,

e cinen Multiplikator a mit 0 < a < p,
e cine Verschiebung c mit 0 < ¢ < p,
e cinen Startwert X, mit 0 < Xy < p.

2. Schritt: Berechne fiir 7 > 0:

X,;11 = Rest, (a- X; ' + ¢).

3. Schritt: Breche ab, sobald eine Periode eintritt.

Soviel andert sich also (scheinbar) nicht: Wir wihlen den Modul m als Prim-
zahl p, was wir vorher aber auch schon hétten tun konnen und nehmen statt
X; den Ausdruck X; ', ansonsten bleibt alles gleich. Aber die Auswirkungen
sind enorm, wie wir noch sehen werden!

Natiirlich miissen wir noch kldren, was wir unter dem Ausdruck X; ' verste-
hen und wie wir diesen Ausdruck berechnen. Daher wiederholen und vertiefen
wir zunéchst die Kongruenzrechnung und iiberlegen uns, wie man modu-
lo einer Primzahl p auch Divisionen durchfiihren darf. Damit konnen wir
in der Menge der ganzen Zahlen modulo p die gleichen Rechenoperationen
durchfiithren wie in der Menge der reellen Zahlen.



Kapitel 2

Die Mathematik dahinter:
Kongruenzrechnung und
Euklidischer Algorithmus

Zunéchst erinnern wir uns noch einmal daran, was wir iiberhaupt unter der

Kongruenzrechnung verstehen. Wann sind zwei Zahlen , kongruent modulo
(L?

m*7

Definition 2.1 (kongruent modulo m) FEs sei m > 0 beliebig vorgege-
ben. Dann nennen wir zwei ganze Zahlen a und b kongruent modulo m,
wenn sie bei der Division durch m den gleichen Rest lassen.

Hier die Schreibweise fir ,a ist kongruent zu b modulo m*:

a=0b (modm).

Zum Gliick — so haben wir im ersten Kurs gesehen — gibt es auch eine etwas
bequemere Variante um zu iiberpriifen, ob zwei Zahlen kongruent zueinander
sind:

Satz 2.2 Es gilt genau dann a = b (mod m), wenn m ein Teiler von a — b
18t.




Den Beweis dieser Aussage findet man im Skript zu Kurs 5.

Was bedeutet das nun? Wenn wir feststellen wollen, ob a und b kongruent
modulo m sind, miissen wir einfach deren Differenz bilden, also a — b, und
schauen, ob diese Differenz ein Vielfaches von m ist. Wenn ja, dann sind a
und b kongruent modulo m. Wenn nein, dann sind ¢ und b nicht kongruent
modulo m. Umgekehrt: Wie erhalten wir aus einer beliebigen ganzen Zahl a
alle Zahlen, die kongruent zu a modulo m sind? Indem wir beliebig oft m zu
a addieren bzw, von a subtrahieren. Mit anderen Worten: Alle Zahlen, die
einen Abstand zu a haben, der gerade ein Vielfaches von m ist, sind kongru-
ent zu a modulo m.

Zum Beispiel sind —15 und 24 kongruent modulo 13, weil ihre Differenz
(—15) — 24 = —39 ein Vielfaches von 13 ist.

Diese Beziehungen kann man nun geschickt ausnutzen, wenn man ,, modulo
m* rechnet.

Beispiele:

Zum Beispiel gilt:

8+5=13=2 (mod 11)

und
8+3+12=11+1=1 (mod 11).

Klar? Man darf also ,,zwischendurch“ immer die Kongruenzen ausnutzen, die
einem das Rechnen erheblich erleichtern kénnen.

Die Gleichung

84+x=0 (mod 11)



hat die Losung: x = 3 (mod 11), d.h. es gilt:

—8=3 (mod 11).

Allgemeiner gilt:

Satz 2.3 FEs seien m € N und a € 7Z beliebig gewdhlt. Dann ist die
Gleichung

a+z=0 (modm)

immer losbar.

Man kann also sagen: Egal, wie m € N aussieht, es gibt in jedem Fall zu
jedem a € Z ein —a € Z, also ein Inverses beziiglich der Addition, fiir
das

a+(—a)=0 (mod m)

gilt. Hierbei ist 0 (und natiirlich alle ganzen Zahlen, die kongruent dazu sind)
das sogenannte neutrale Element beziiglich der Addition, d.h. fiir alle
b e Z gilt:

b+0=0b (mod m).

Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist 1 (und natiirlich
alle ganzen Zahlen, die kongruent dazu sind), d.h. fiir alle b € Z gilt:

b-1=0 (mod m).



Die Frage ist jetzt: Gibt es auch zu jedem a € Z, a # 0 (mod m), ein In-
verses beziiglich der Multiplikation, also ein a™! € Z, fiir das

a-a”'=1 (mod m)
gilt?

Es stellt sich also die folgende Frage:

Es seien m € N und a € Z, a # 0 (mod m) beliebig gewihlt. Ist
dann die Gleichung

a-x=1 (mod m)

immer losbar?

Testet das doch einfach mal:

Gruppenaufgabe:

Ist die Gleichung

3-x=1 (mod 15)

losbar?

Man sieht: Man muss anscheindend etwas fiir @ und m voraussetzen, damit
die Gleichung

a-z=1 (modm)

l6sbar ist. Man kann zeigen, dass diese Gleichung genau dann losbar ist, wenn



m und a teilerfremd sind. Wir wollen aber moglichst, dass die Gleichung ,,im-
mer* (d.h. fiir alle @ € Z, die keine Vielfachen von m sind) lésbar ist, damit
wir uns nicht jedes Mal Gedanken iiber die Teilerfremdheit machen miissen.
Daher wéhlen wir m im Folgenden als Primzahl und bezeichnen diesen Modul
ab jetzt (suggestiv) mit p. Eine Primzahl p ist zu allen Zahlen teilerfremd,
die keine Vielfachen von p sind. Wenn wir nun fiir @ nur Zahlen zulassen, die
echt kleiner als p sind (und auf die konnen wir uns ja beschranken, da es fiir
alle Zahlen x eine Zahl a mit 0 < a < p gibt, die kongruent zu x modulo p
ist!), dann haben wir die wichtige Aussage:

Satz 2.4 FEs sei p eine Primzahl. Dann ist fir alle a € Z mit 0 < a < p
die Gleichung

a-r=1 (mod p)

immer losbar.

Nun macht die folgende Bezeichnung Sinn:

Bezeichnung 2.5 (¢! (mod p))
Es sei a € 7 vorgegeben. Man schreibt fir x € 7:

r=a"' (mod p),

wenn
a-x=1 (mod p)

gilt. Im Falle a = 0 (mod p) existiert kein solches x € Z. In diesem Fall
setzen wir vereinbarungsgemdf: a=* = 0.




Gruppenaufgabe:

(a) Uberlege dir, dass a=' (mod p) in Z (auBer im Fall @ = 0 nach Verein-
barung) nicht eindeutig bestimmt ist, wenn es existiert. Nenne min-
destens zwei Zahlen x € Z, fiir die

z-5=1 (mod 11)
gilt.

(b) Nehmen wir einmal an, wir haben ein x € Z mit der Eigenschaft
a-z =1 (mod p) gefunden. Wie bekommen wir dann alle anderen?

(c) Durch welche zusétzliche Forderung konnen wir erreichen, dass

a~! (mod p) eindeutig bestimmt ist?

Wir schreiben hiufig auch einfach a™' statt a=' (mod p), wenn klar ist,
welcher Modul p gerade betrachtet wird. Wenn wir im Folgenden von a~*
oder a=! (mod p) reden, meinen wir in der Regel das eindeutig bestimmte
a™! (mod p) mit 0 < a~! < p. Dennoch sollte man immer im Hinterkopf
behalten, dass es auch andere x € Z mit a-x =1 (mod p) gibt, die sich um
Vielfache von p unterscheiden.

Wegen a-a™! =1 (mod p) kénnten wir statt a=! (vielleicht fiir euch intui-
tiver) % schreiben, also so wie in der Menge der reellen Zahlen, aber in der
Kongruenzrechnung ist diese Bezeichnung eher uniiblich. Dadurch wird aber

klarer, wie man eine Division modulo p durchfiihrt. Man setzt namlich:

Es ist klar, dass dieser Ausdruck nur fir b # k- p (k € Z) sinnvoll ist, also
nur fir b Z 0 (mod p). Dies entspricht unserer gewohnten Regel, dass man
,nicht durch 0 teilen darf”.

Die Division iiben wir jetzt noch etwas:



Beispiel

Wir wollen 4 : 5 (mod 7) berechnen. Dazu ermitteln wir zunéchst durch
Ausprobieren das Inverse von 5 modulo 7. Wir testen also:

1-5=5 # 1 (mod7),
2.5=10 # 1 (mod?7),
3:5=16 = 1 (mod?7).

Daher gilt:
5'=3 (modT7),
also:
4:5=4-51'=4.-3=12=5 (mod 7).
Aufgabe 1:
Berechne:
5:6  (mod 11),
5:2  (mod 7),
¢ (mod 13),
2 (mod 13)

Vielleicht habt ihr anhand der Aufgabe auch gemerkt: Wenn es sich um einen
Primzahlmodul handelt, darf mal wie gewohnt kiirzen und erweitern, aber
nur mit Zahlen, die keine Vielfache der Primzahl sind. Denn wenn man Zéahler
und Nenner mit einem Vielfachen von p erweitert, werden beide automatisch
kongruent zu 0!
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Die Frage, die sich jetzt natiirlich aufdrangt, ist die folgende:

Wie berechnet man allgemein a™' (mod p)?

Fiir kleine Primzahlen p kann man a~!

(mod p) erraten (siehe oben). Fiir

grofe Primzahlen ist das nicht mehr so einfach. Da miisste man alle Zahlen
bis p durchprobieren und das konnte unter Umstédnden ziemlich lange dau-
ern. Fiir grofe Primzahlen p brauchen wir als mathematisches Hilfsmittel zur
Berechnung von a~! (mod p) den Euklidischen Algorithmus. Es handelt
sich dabei um die bereits bekannte Division mit Rest, die man iterativ so
lange durchfiihrt, bis irgendwann mal kein Rest mehr vorhanden ist. Dabei

geht man nach dem folgenden Algorithmus vor:

Euklidischer Algorithmus

1. Schritt: Wihle zwei ganze Zahlen by und ag mit ag # 0.
[Beginn der Schleife]
2. Schritt: Teile fir 7 > 0 die Zahl b; durch a; mit Rest:

by=q-a;+1; mit ¢;,r; € Z und 0 < r; < a;.

Setze dann: byl i= a; und iyl =Ty

3. Schritt: Breche ab, sobald der Rest r; gleich 0 ist. Gehe zuriick zu 2.

[Ende der Schleife]
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In schematischer Form sieht der euklidische Algorithmus so aus:

bo = qo- ap + 7o ; 0<rg<ag )
~—
=:b1 =:a1
b = q- a1 + 1 ; 0<m<m ;
—~
=:by =:a9
by = @ az + 1 ; 0<r<a 3
—
=:b3 =:a3
bn—l = Qpn-1° 0p—1+tTn—1, 0 < Tn-1 < Qp_1 ,
——
=:bp, =:an
b, = Qn * Qn

Man kann sich nun fragen, ob der Algorithmus immer abbricht. Das ist ja
zunéchst einmal nicht klar.

Gruppenaufgabe:

Uberlege dir, dass der Euklidische Algorithmus in jedem Fall irgendwann
abbricht, egal wie man by und ag # 0 auch immer wéhlt. Tipp: Betrachte
mal die Folge (7, )nen, der Reste. Was kannst du tiber diese Folge aussagen?

Den Euklidischen Algorithmus wollen wir nun dazu nutzen um den gréfiten
gemeinsamen Teiler zweier ganzer Zahlen zu berechnen. Was der grofite ge-
meinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen ist, wisst ihr aus der Schule. Wir
verallgemeinern und prézisieren diese Definition hier etwas:
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Bezeichnung 2.6 (ggT'(a, b))

Der grofite gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen a und b (wobei
nicht beide Zahlen gleich 0 sind) ist die gréfite natiirliche Zahl, die a und b
ohne Rest teilt. Man verwendet dafiir die Bezeichnung ggT'(a,b).

Aus technischen Grinden setzen wir zudem ggT'(0,0) := 0.

Wir nennen a und b relativ prim, wenn gg7'(a,b) =1 gilt.

Beispiele:

997 (12,18) = 6,
99T (—4,14) = 2,
997 (5,0) = 5.

Man kann nun mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus den grofiten gemein-
samen Teiler zweier ganzer Zahlen, die nicht beide gleich 0 sind, berechnen.
Dazu benotigen wir einen kleinen Hilfssatz:

Satz 2.7 Es qilt fiir zwei ganze Zahlen a und b die folgende Beziehung:

99T (a,b) = ggT'(b,a — b)

I

d.h. man kann ggT(a,b) sukzessive ausrechnen, indem man wiederholt von
der grofieren der beiden Zahlen die kleinere abzieht und dann jeweils den
grofiten gemeinsamen Teiler von der kleineren der beiden Zahlen und der
Differenz der beiden Zahlen bildet.
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Beispiel:

Es gilt:

9gT(48,30) = ggT(30,18)
18,12)
12,6)

6,6)

= 99T
= ggT

—~~ < < =

Mit dem Euklidischen Algorithmus macht man nun genau diese sogenann-
te ,, Wechselwegnahme®, um den gréfiten gemeinsamen Teiler zweier ganzer
Zahlen zu bestimmen, nur in einer ,,Speed-Version*.

Denn: Haben wir eine Division mit Rest durchgefiihrt:

a=bq+r,

so gilt nach dem obigen Satz:

99T (a,b) = ggT'(b,a—b) = ggT'(b,a—2b) = ... = ggT(b,a—qb) = ggT'(b,7).

Gruppenaufgabe:

Uberlege dir nun, dass mit den Bezeichnungen aus dem Schema des
Euklidischen Algorithmus folgendes gilt:

99T (bo, ap) = ap = Tp—1.

14



Beispiel:

Wir mochten mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus gerne gg7'(84,315) be-
stimmen.

Fithren wir den Euklidischen Algorithmus fiir by = 315 und ay = 84 durch,
so erhalten wir das folgende Schema:

315 = 3-84+63
84 = 1-63+21
63 = 3-21+0.

Wie wir uns gerade in der Aufgabe iiberlegt haben, gilt also:

99T (315,84) = 21.

Aufgabe 2:

Berechne mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus den gréfiten gemeinsamen
Teiler von

(a) 308 und 70,
(b) 396 und 210.

Man kann aber mit dem Euklidischen Algorithmus noch mehr erreichen als
die Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen . Das
ist auch dringend notig, denn bisher haben wir auch noch nicht viel ge-
wonnen. Vielleicht fragt ihr euch schon ungeduldig: Was bitte hat der grofite
gemeinsame Teiler mit dem Ausdruck z=! (mod p) zu tun, den wir ja eigent-
lich mit dem Euklidischen Algorithmus berechnen wollten? Nun ja, mehr als
man anfangs glaubt, und der Schliissel auf dem Weg dorthin wird durch den
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folgenden Satz gegeben:

Satz 2.8 Der grifite gemeinsame Teiler ggT (a,b) von zwei ganzen Zahlen
a und b kann als Linearkombination von a und b mit ganzzahligen Koeffizi-
enten dargestellt werden, d.h. es gibt ¢, d € Z mat

99T (a,b) = ca + db.

Insbesondere gilt: Wenn a und b relativ prim sind, dann hat die Gleichung

1 =xa+yb

eine ganzzahlige Losung (x,y).

Man beachte, dass die ¢, d € Z mit

99T (a,b) = ca+db

nicht eindeutig bestimmt sind. Erfiillt das Paar (c,d) diese Gleichung, so
auch alle Paare (¢, d’) mit

d=c+kb und d=d-ka

mit einem beliebigen k € Z.

Die Frage ist jetzt natiirlich: Wie berechne ich ¢ und d? Aber bevor wir
uns damit beschéftigen, wollen wir uns erst mal vergewissern, dass diese
Darstellung dann auch tatsdchlich zum Ziel fithrt! Also: Wir haben einen
Primzahlmodul p gewéhlt, haben X; mit 0 < X; < p aus dem Algorithmus
bestimmt und wollen jetzt X, ' bestimmen. Im Falle X; = 0 gilt ja nach
Vereinbarung: X; ' := 0, und im Falle 0 < X; < p sind X; und p teilerfremd,
da p ja eine Primzahl ist. Daher gilt: gg7'(X;,p) = 1, und es gibt nach dem
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obigen Satz zwei ganze Zahlen ¢ und d mit
Nun rechen wir diese Gleichung modulo p. Es gilt: p =0 (mod p), also auch

d-p=0 (mod p) und daher:

c-Xi=c-X;+ d-p =1 (modp).
~—
=0 (mod p)

Die bedeutet aber gerade geméfi Bezeichnung 1:

c= Xi_l (mOd p)a

d.h. wir haben ein X; ' gefunden!

Wie kommt man auf die ganzzahlige Linearkombination?

Jetzt bleibt also wirklich nur noch zu kldren, wie wir es schaffen mit Hilfe
des Euklidischen Algorithmus zwei ganze Zahlen ¢ und d zu finden, so dass
fiir zwei fest gewéhlte ganze Zahlen a und b die Beziehung

ca + db = ggT'(a,b)

gilt. Wir werden dabei die Bestimmung auf zwei Arten durchfithren: Erst
so, wie wir es am besten per Hand ausrechnen und dann so, wie wir es am
geeignesten auf dem Computer in Form eines Algorithmus programmieren.

Wir geben aber nicht nur den Computeralgorithmus an, weil dieser wenig
intuitiv ist. Zunéchst kiimmern wir uns also darum, wie wir die Linearkom-
bination am einsichtigsten per Handrechnung ermitteln.

Im Falle a = 0 = b ist es klar, dass wir ¢ = 0 = d wéhlen kénnen, da nach
Vereinbarung ¢gg7°(0,0) = 0 gilt.
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Andernfalls gelte etwa a # 0. Dann konnen wir fiir ag := a und by := b den
Euklidischen Algorithmus durchfiihren und erhalten das Schema des Eukli-

dischen Algorithmus:

bo = qo- ay + 719 ; 0<ryg<ag ;
~—
=:b1 =:a1
by, = q- a + n ; 0<m <am )
—~—
—=:bo =:ag
by = q- as + 1o ; 0<ry <a )
—~—
=:b3 =:a3

© Ap—2 + T'n—9 0 S Th—o < Qp—2 ,

bn—2 = (n—2
~—~—~ ~—~

=bp—1 =in—1
bn—l = Qn-1°Qp—1+Tn-1 , 0 S Tp—1 < Qp-1 ,
~—
:;bn =lan
bn = ({n - an

Nun fangen wir mit der vorletzten Zeile an:

bn—l =Qn-1" Op_1+ Tp_1

und stellen nach r,,_; um:
(2.1)

Tn-1= bn—l — Qn—1 "' Qp-1.

Langfristig soll da ja sowas stehen wie:

99T (a,b) =r,—1 =cby+day=cb+da

mit zwei ganzen Zahlen ¢ und d. Nun versuchen wir sukzessive b,,_, und a,,_

durch einen Ausdruck mit b,_s und a,_», dann durch einen Ausdruck mit
b,—3 und a,_3, usw. zu ersetzen, bis wir schliefllich bei einem Ausdruck mit
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by und ag ankommen.

Zunéchst wissen wir ja, dass b,_1 = a,,_o und a,,_1 = r,_5 ist, d.h. wir kénnen
(2.1) auch so schreiben:

n—1 = Qn—2 — Gn—-1 " Tn—2- (22)

Dann nehmen wir uns die drittletzte Zeile vor:

bn—? =(Qn-2 Qp_o+ Th_o

und stellen nach r,_s um:

Tn—2 = bn—2 — (Gn—2 - Gp—2. (23)

Nun setzen wir (2.3) in (2.2) ein und erhalten:

'n—1 = GQp—2 —(gp—1-" (bn—Q — 4pn—2* an—2)

= —Qn-1- ban + (1 —Qn-1" qnf2) *Ap—2.

Unser erstes Ziel ist erreicht: Es tauchen nur noch Terme mit b,,_s und a,_»
auf.

So fihrt man nun weiter fort. Am besten sieht man das Vorgehen natiirlich
an einem konkreten Beispiel:
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Beispiel:

Wir mochten ggT'(3370,315) bestimmen und gg7'(3370, 315) als ganzzahlige
Linearkombination von 3370 und 315 darstellen.

Zunéchst wenden wir den Euklidischen Algorithmus an und erhalten:

3370=10- 315+ 220 , 0<220< 315
315 = 1-220495 ; 0 <95 <220 ,
220 = 2-95+30 , 0<30<95 ;
95 = 3-30+5 , 0<5<30 ,
30 = 6-5

Daher gilt:

ggT(3370,315) = 5.

Durch fortwéhrendes ,, Ineinander-Einsetzen“ bekommt man jetzt die gewiinsch-
te Darstellung:

Man beginnt mit der vorletzten Gleichung und 16st nach dem Rest auf. Dann
16st man aus die drittletzte Gleichung nach dem Rest auf und setzt dies in die
umgestellte vorletzte Gleichung ein. Das Gleiche (Auflosen nach dem Rest
und Einsetzen) macht man dann mit der viertletzten Gleichung, bis man am
Ende alle Gleichungen ,,abgearbeitet hat:
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5 = 95—3-30
= 95—3-(220—2-95)
= 7.95—3-220
— 7-(315—1-220) —3-220
= (=10)-220+7-315
= (—10)- (3370 — 10 - 315) + 7- 315

= 107-315—10- 3370,

d.h. wir haben eine Darstellung

g9T'(3370,315) =5 =¢-3370 +d - 315

mit
c=—10 und d = 107.

Aufgabe 3:

Bestimme mit der soeben dargestellten Methode den grofiten gemeinsamen
Teiler g¢gT'(32174,6418) und stelle gg7T'(32174, 6418) als ganzzahlige Linear-
kombination von 32174 und 6418 dar!
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Noch einmal zur Erinnerung: Mit dieser Methode kénnen wir jetzt fiir alle
Primzahlen p und alle 0 < X; < p ein X; ' (mod p) berechnen, also eine
ganze Zahl ¢, fiir die

c-X;=1 (mod p)

gilt. Denn: Da X; und p teilerfremd sind, gibt es ganze Zahlen ¢ und d mit

1=g9T(X;,p)=c-X;+d-p.

Rechnet man modulo p, so erhélt man:

l=c-X; (mod p),

und es gilt in der Tat:

Gruppenaufgabe:

Es sei ein Primzahlmodul p = 647 gewahlt.

Berechne 207! (mod 647).

Nun kénnten wir diesen Algorithmus natiirlich als Computerprogramm im-
plementieren. Das Ganze sdhe dann so aus, dass der Computer zunéchst den
Euklidischen Algorithmus durchfiihrt und dann riickwérts die ganzzahlige
Linearkombination bildet. Aber so etwas ist natiirlich unschon!

Wesentlich besser wére es doch, man kdnnte beides gleichzeitig machen: die
sukzessive Division mit Rest und das Auffinden der Darstellung des grofiten
gemeinsamen Teilers als Linearkombination. Um dies zu erreichen, versuchen
wir im Folgenden eine Rekursionsformel herzuleiten. (Dies wird im Présenz-
kurs nicht gemacht.)
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Wir setzen: r_g := by und r_; := ag.

Offenbar gibt es, das sieht man sofort am Euklidischen Algorithmus, fiir alle
i€ {-2,—-1,0,1,...} ganze Zahlen s; und t; mit

Ti:Sz"CLO"_ti'bo-

Diese Gleichung wollen wir ja fiir ¢ = n l6sen, das ist unser Ziel. Vielleicht
gelingt es uns ja, eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten s; und ¢; her-
zuleiten, die wir dann leicht programmieren konnen und die parallel zum
Euklidischen Algorithmus abléuft.

Nun, wegen

a; = Ti-1 und bi = ai—1 =T

folgt aus

bi=qi-ai+r;
die Beziehung:

Ti—g = ;- Ti—1 + T4y

also:
Ti = —Q;*Ti—1 + Ti-2.

Wir erhalten daher:
Si~Go+ti-bg = —q;i-(Si—1-ao+tio1-bo)+8i2-ap+tia-bo
= (Sica— i~ Si—1) - ag+ (tima — i - tiz1) - bo,
also konnen wir die folgende Rekursion festlegen:
S; = Si—2 — (i - Si—1,

ti = tio—qi ti1.

23



Da man immer auf die letzten beiden Werte zugreift, benotigen wir fiir diese
Rekursion zwei Startwertpaare, (s_g,t_5) und (s_1,%_1).

Wegen
T3 ="byg=1-by+0-ag
und
T’_1:CLO:0'60+1'(10
setzen wir:
S_9:=0 und t_o:=1
und

Kommen wir zu unserem Problem zuriick: Wir wollen zu einem gegebenen
Primzahlmodul ein Inverses X ! (mod p) bestimmen. Wenn wir ag = X und
by = p setzen, dann suchen wir s,,_; und t,_; mit

l=5p_1 a0 +tp—1-bp=5,-1-X+t,—1 D

Im néchsten Schritt rechnen wir modulo p. Dadurch féllt das ¢, ; weg! Wir
sind also eigentlich nur an der Folge der s; interessiert, um dann schlieflich
auf s, 1 = X! (mod p) zu kommen. Daher brauchen wir nur die Rekursion
der Folge (Si)iZO-

Ein Algorithmus, der zu einem gegebenen Primzahlmodul p und einer ganzen
Zahl X die Inverse X ! (mod p) berechnet, kénnte nun wie folgt aussehen:
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1. Schritt: Setze (wir fangen bei 0 anstatt bei —2 an, machen aber das Gleiche
wie oben):

o = D,
rn = X
so = 0,
s1 = 1.

[Beginn der Schleife]
Mache das folgende so lange, wie r; > 1 gilt:

2. Schritt: Berechne:

ry = Rest,, (1),
So = SO—INT(To/Tl)'Sl.

3. Schritt: Gehe zum niachsten Schritt und setze die Variablen zuriick:

So = S,
S1 = 8o,
ro = T,
rn = Ta.

[Ende der Schleife]
4. Schritt: Setze:

X~ = Rest,(s1)

und beende das Programm.
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Kapitel 3

Die Eigenschaften des Inversen
Kongruenz-Generators

Wir sollten uns so langsam mal Gedanken dariiber machen, was uns die-
ser Inverse Kongruenz-Generator eigentlich bringt. Hierbei stellen sich zwei
wichtige Fragenkomplexe:

1. Frage nach der Verbesserung der bisherigen Nachteile:

Was fiir tolle Eigenschaften hat er denn, die der Lineare Kongruenz-
Generator nicht hat? Werden die Schwéchen des Linearen Kongruenz-
Generators (die linearen Strukturen) bereinigt? Kann man das auch
optisch feststellen? Gibt es auch ansonsten keine unerwiinschten Mu-
sterbildungen?

2. Frage nach dem Erhalt der bisherigen Vorteile:

Konnen wir die Vorteile des Linearen Kongruenz-Generators retten, die
zum Beispiel darin bestanden, dass wir ganz genau wussten, unter wel-
chen Umstidnden man eine maximale Periodenlinge erhalt?

(Wenn dies nicht der Fall wére, konnte man zurecht die Frage stellen, ob
die Vorteile des Inversen Kongruenz-Generators wirklich so grof§ sind,
dass wir die eventuellen Nachteile in Kauf nehmen.)
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Zunichst einmal zur zweiten Fragekategorie: Wir haben Gliick!

Wie beim Linearen Kongruenz-Generator ist die maximale Periodenlénge
gleich der Grofle des Moduls, hier also gleich p. Die Voraussetzungen, wann
wir eine maximale Periodenldnge haben, kann man wie beim Linearen Kongruenz-
Generator ganz genau angeben.

Dazu zitiere ich mal einen Satz:

Satz 3.1 (Eichenauer/Lehn, 1986) Es seien a, ¢ und p die Parameter
des Inversen Kongruenz-Generators. Dann gilt fir die Periodenlinge A\
(beginnend bei Xo = 0) folgendes:

(1) Wenn es eine ganze Zahl ¢ mit ¢> = 4a + ¢* Z 0 (mod p) gibt, dann
15t die um eins vermehrte Periodenlinge X + 1 ein Teiler von p — 1.

(1) Wenn 4a + ¢ = 0 (mod p) gilt, dann ist die Periodenlinge \ gleich
p—1.

(111) Wenn es keine ganze Zahl ¢ mit ¢* = 4a + ¢* (mod p) gibt, dann ist
die um eins vermehrte Periodenlinge A + 1 ein Teiler von p + 1.

Man sieht also: Nur in Fall (iii) kann man also eine maximale Periodenlénge
erwarten, denn dann gilt im Idealfall: A+ 1 = p+ 1, also: A = p. Dass dieser
Fall tatséchlich eintreten kann, soll in der néchsten Aufgabe zunéchst einmal
ohne Computerprogramm erfahren werden:

Aufgabe 4:

Priife nach, dass der Inverse Kongruenz-Generator mit a = 1, ¢ = 2 und
p = 11 maximale Periodenlénge hat, indem du fiir Xy = 0 die Folgenglieder
Xy, ..., Xq0 berechnest und verifizierst, dass sie alle Zahlen zwischen 1 und
10 annehmen.
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Das Problem ist nun:

Auch wenn der Fall (iii) eintritt, d.h. auch wenn es keine ganze
Zahl g mit ¢> = 4a + ¢®* (mod p) gibt, kann man sich lingst
nicht sicher sein, dass die Periodenlinge maximal ist! Man weif}
dann nur, dass die um eins vermehrte Periodenlinge ein Teiler
von p+1 ist, aber nicht unbedingt, dass dies gleich p+ 1 selbst ist.

Der folgende Teil zur algorithmischen Ermittlung der Perionenléange ist fiir
sehr interessierte Leser als Zusatz zum Nachlesen in diesem Skript gedacht;
er wird im Présenzkurs nicht behandelt:

In der néchsten Aufgabe kannst du sehen, dass es tatsdchlich passieren kann,
dass die Periodenldnge nicht maximal ist, auch wenn es keine ganze Zahl ¢
mit ¢> = 4a + ¢ (mod p) gibt. Dort ist also die Bedingung (iii) aus dem
letzten Satz erfiillt, und A ist leider nicht gleich p. Stattdessen ist A + 1 ein
echter Teiler von p + 1, d.h. die Periodenlénge ist nicht maximal:

Zusatzaufgabe:

Priife nach, dass der Inverse Kongruenz-Generator mit a = 3, ¢ = 7 und
p = 11 die Bedingung erfiillt, dass keine ganze Zahl ¢ mit ¢*> = 4a + ¢?
(mod p) existiert. Zeige nun durch Berechnung der Folgenglieder bis zur er-
sten Periode, dass dieser Generator trotzdem keine maximale Periodenldnge
hat! Zeige, dass die um eins vermehrte Periodenléinge A\ + 1 aber ein Teiler
von p + 1 ist, wie es der Satz ja aussagt.

Wie kann man nun, ohne den Generator selbst programmieren zu miissen,
herausfinden, ob fiir gegebene Parameter a, ¢ und p die Periodenlédnge maxi-
mal ist?

Es gibt einen sehr einfachen Algorithmus dafiir, den ich kurz angeben méchte
und den du dann in Excel umsetzen sollst.
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Gegeben seien eine Primzahl p sowie zwei ganze Zahlen a und c¢ mit
0<a,c<p.

1. Schritt: Uberpriife, ob fiir alle 0 < ¢ < p die Beziehung
¢* #4a+c*  (mod p)

gilt.

(1) Falls nein, ist die Periodenldnge nach dem obigen Satz auf gar keinen Fall
maximal und wir verwerfen die Parameter und beenden den Algorithmus.

(2) Falls ja, gehen wir zu Schritt 2.

2. Schritt: Setze:
0O = 07

7'1:1.

3. Schritt: Bestimme das kleinste n € N, das die folgende Eigenschaft besitzt:
Fiir 7,,, welches durch die Rekursion

Tn=c-Tiat+a Ty (modp) , 0<7H<p , (2<i<n)

erzeugt wurde, gilt: 7, = 0.

(Hierbei geniigt es nach dem obigen Satz, fiir die Teiler n von p + 1 zu
iiberpriifen, ob 7,, = 0 gilt. Thr braucht das aber nicht zu beachten, sondern
konnt das fiir alle n € N iiberpriifen, dann ist es einfacher in Excel umzusetzen.)

4. Schritt: Die Periodenldnge A berechnet sich zu A =n — 1.

5. Schritt: Wenn A\ = p gilt, dann ist die Periodenldinge maximal und wir
haben geeignete Parameter gefunden. Andernfalls verwerfen wir die Parameter
und beenden den Algorithmus.
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Zusatzaufgabe:

Gib dir mal eine beliebige Primzahl p fest vor. ,,Programmiere” nun in
Excel den obigen Algorithmus so nach, dass man fiir beliebige a und ¢ mit
0 < a,c < p tiberpriifen kann, ob der Inverse Kongruenz-Generator fiir die
betreffenden Parameter eine maximale Periodenlénge besitzt.

Dieser Algorithmus ist praktisch, da man mit wenig Rechenaufwand schnell
testen kann, ob die Periodenldnge maximal ist, ohne den Algorithmus des In-
versen Kongruenz-Generators komplett durchlaufen lassen zu miissen. Dies
ist fiir kleine p irrelevant. Unter Umsténden kann dies aber bei der Suche
nach geeigneten Parametern im Falle sehr grofler Primzahlmoduln einen si-
gnifikanten Zeitgewinn bringen.

Eine wichtige positive Eigenschaft des Linearen Kongruenz-Generators héatten
wir damit schon einmal gerettet. Denn wir wissen genau, wie wir garantieren
konnen, dass die Periodenlédnge maximal ist. Okay, es wére schon, wenn wir
auch (neben dem obigen Satz) weitergehende theoretische Kriterien dafiir
hétten. Solche gibt es auch, aber diese sind an dieser Stelle zu kompliziert.
Sie erfordern Erkenntnisse der Héheren Mathematik, die wir uns hier in der
Kiirze der Zeit leider nicht erarbeiten konnen. Wir begniigen uns damit, dass
wir experimentell mit Hilfe des obigen Algorithmus herausfinden kénnen, wie
wir die Parameter fiir eine maximale Periodenldnge wéhlen kénnen.

Jetzt gebe ich noch einen Satz an, der den Vorteil des Inversen Kongruenz-
Generators heraushebt und damit die erste der obigen beiden Fragen be-
antwortet. Erinnern wir uns daran: Die Schwéche beim Linearen Kongruenz-
Generator bestand darin, dass in der zweidimensionalen Darstellung von Paa-
ren aufeinanderfolgender Zufallszahlen alle Punkte auf parallelen Geraden in
der Ebene lagen und entsprechend in der dreidimensionalen Darstellung von
Tripeln aufeinanderfolgender Zufallszahlen alle Punkte auf parallelen Ebe-
nen im Raum lagen. Fiir den Inversen Kongruenz-Generator besteht diese
Schwiiche nicht. Im Gegenteil, die Punkte meiden sogar diese Strukturen, so
wie es auch echte Zufallszahlen tun wiirden!

30



Satz 3.2 (Eichenauer-Herrmann, 1991) Gegeben sei ein Inverser
Kongruenz-Generator mit mazimaler Periodenlinge. Fir ein beliebiges
k > 2 betrachten wir k aufeinanderfolgende Zufallszahlen dieses Generators
und fassen diese als Punkte im R* auf. Dann enthdlt keine Hyperebene im
R mehr als k Punkte.

Sprich: In der zweidimensionalen Darstellung enthélt keine Gerade mehr als
zwei Punkte, in der dreidimensionalen Darstellung enthélt keine Ebene mehr
als drei Punkte, etc.

Toll! Das ist ein Verhalten, was man sich von Pseudo-Zufallszahlen wiinscht!

Aufgabe 5:

Erzeuge mit dem bereits programmierten Inversen Kongruenz-Generator
2500 Zufallszahlen mit den Parametern a = 66, p = 2027 und ¢ = 1. Lasse
dir die Zufallszahlen als Paare in der Ebene darstellen, wie wir das beim Li-
nearen Kongruenz-Generator gemacht haben. Was fillt dir auf? Bestétigen
sich die obigen Ergebnisse auch optisch?
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