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Der Lineare Kongruenz-Generator:

1. Schritt: Wahle

e cinen Modul m mit m > 0O,

e cinen Multiplikator a mit 0 < a < m,
e eine Verschiebung c mit 0 <c < m,

e cinen Startwert X mit 0 < Xg < m.

2. Schritt: Berechne fur ¢« > O:

X;+1 = Resty,(a - X; + c).

3. Schritt: Breche ab, sobald eine Periode eintritt.




Der Inverse Kongruenz-Generator:

1. Schritt: Wahle

e cinen (Primzahl)-Modul p mit p > 0, wobei p eine Primzahl ist,

e cinen Multiplikator a mit 0 < a < p,
e cine Verschiebung c mit 0 < c¢ < p,
e cinen Startwert X mit 0 < X < p.

2. Schritt: Berechne fur ¢« > O:

X;+1 = Rest, (a - Xi_l + c).

3. Schritt: Breche ab, sobald eine Periode eintritt.




Soviel dndert sich also (scheinbar) nicht!

Doch die Auswirkungen sind enorm,
wie wir noch sehen werden!

Frage: Was ist XZ._l?

Antwort: spater!



Definition 1 (kongruent modulo m) Es sei m > 0 beliebig vor-
gegeben. Dann nennen wir zwei ganze Zahlen a und b kongruent
modulo m, wenn sie bei der Division durch m den gleichen Rest lassen.

Hier die Schreibweise fur ,,a ist kongruent zu b modulo m*:

a=b (modm).




Satz 2 Es gilt genau dann a =b (mod m), wenn m ein Teiler von a —b
Ist.

Wie rechnet man nun mit Kongruenzen?



Beispiele:

Zum Beispiel gilt:

8+5=13=2 (mod 11)
und

8+3+12=11+4+1=1 (mod 11).

Klar?



Die Gleichung

84+xz=0 (mod11)

hat die Losung: x =3 (mod 11), d.h. es qilt:

—-8=3 (mod 11).



Allgemeiner gilt:

Satz 3 Es seien m € N und a € Z beliebig gewahlt. Dann ist die
Gleichung

a+x=0 (modm)

immer losbar.




Es gibt zu jedem a € Z ein Inverses bezuglich der Addition —a
mit

a+ (—a) =0 (mod m).

Hierbei ist O das sogenannte neutrale Element bezuglich der
Addition, d.h. fur alle b € Z qilt:

b+0=0b (modm).

Das neutrale Element bezuglich der Multiplikation ist 1, d.h.
fur alle b € Z qgilt:

b-1=b (mod m).
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Die Frage ist jetzt: Gibt es auch zu jedema € Z, a#= k-m (k € Z),
ein Inverses beziiglich der Multiplikation, also ein a1 € Z, fiir

das

a-a”t=1 (modm)

gilt?
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Es stellt sich also die folgende Frage:

Es seien m € Nund a € Z, a Z# 0 (mod m), beliebig gewahlt. Ist
dann die Gleichung

a-x=1 (mod m)

iImmer losbar?
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Testet das doch einfach mal:
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Man kann zeigen, dass die Gleichung

a-r=1 (mod m)

genau dann losbar ist, wenn m und a teilerfremd sind.
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Satz 4 Es sei p eine Primzahl. Dann ist flr alle a € Z mit 0 < a < p
die Gleichung

a-r=1 (mod p)

immer |losbar.
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Bezeichnung 5 (a=! (mod p))
Es sei a € Z vorgegeben. Man schreibt flur x € Z:

r=a"1 (modp),

wenn

a-r=1 (mod p)

gilt. Im Falle a = 0 (mod p) existiert kein solches x € 7. In diesem Fall

setzen wir vereinbarungsgemdéB: a= 1 :=

16




Gruppenaufgabe

(a) Uberlege dir, dass a—! (mod p) in Z (auBer im Fall a = 0 nach Ver-
einbarung) nicht eindeutig bestimmt ist, wenn es existiert. Nenne
mindestens zwei Zahlen z € Z, fur die

x-5=1 (mod 11)
gilt.

(b) Nehmen wir einmal an, wir haben ein x € Z mit der Eigenschaft
a-r =1 (mod p) gefunden. Wie bekommen wir dann alle anderen?

(c) Durch welche zusatzliche Forderung konnen wir erreichen, dass a1
(mod p) eindeutig bestimmt ist?
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Man setzt:

a'b = 2 = a-b L

Es ist klar, dass dieser Ausdruck nur fir b Zk-p (k € Z) sinnvoll
ist, also nur fur b 0 (mod p).

Dies entspricht unserer gewohnten Regel, dass man ,,nicht durch
O teilen darf*.

= Arbeitsblatt 1
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Beispiel:

Wir berechnen 4 :5 (mod 7).
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Die Frage, die sich jetzt naturlich aufdrangt, ist die folgende:

Wie berechnet man allgemein a=! (mod p)?

Fiir kleine Primzahlen p kann man a~! (mod p) erraten (siehe
oben).

Fur groBe Primzahlen ist das nicht mehr so einfach. Da musste
man alle Zahlen bis p durchprobieren und das konnte unter Umstanden

ziemlich lange dauern.
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Bezeichnung 6 (ggT(a,b))

Der groBte gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen a und b (wobei
nicht beide Zahlen gleich 0 sind) ist die groBte natiirliche Zahl, die
a und b ohne Rest teilt. Man verwendet daflir die Bezeichnung ggT (a,b).

Aus technischen Griinden setzen wir zudem gg7'(0,0) := 0.

Wir nennen a und b relativ prim, wenn gg7(a,b) = 1 gilt.
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Beispiele:

ggT(12,18)
g9T(—4,14)
99T (5,0)
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Satz 7 Es qgilt fiir zwei ganze Zahlen a und b die folgende Beziehung:

99T (a,b) = ggT'(b,a —b),

d.h. man kann gqgT(a,b) sukzessive ausrechnen, indem man wiederholt
von der groBeren der beiden Zahlen die kleinere abzieht und dann je-
weils den groBten gemeinsamen Teiler von der kleineren der beiden
Zahlen und der Differenz der beiden Zahlen bildet.
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Beispiel:

Es qilt:

ggT(48,30)

99T (30,18)
ggT(18,12)
gg9T(12,6)
9971'(6,6)

0.
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» Speed-Version“mit dem Euklidischen Algorithmus:

Haben wir eine Division mit Rest durchgefuhrt:

a=bqg—+r,

so gilt nach dem obigen Satz:

99T (a,b) = ggT'(b,a—b) = ggT'(b,a—2b) = ... = ggT'(b,a—gb) = ggT'(b,r).
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In schematischer Form sieht der euklidische Algorithmus so aus:

b — . <

0 qo - ao + 10 : 0 <rg<agp
=:b1 —.aj]

b — . <

1 g1 a1 + 71 : 0<r <a
::b2 —.an

b = - <

2 go- a> + 7o , 0<ro<as
=:b3 —.as

bp—1 = Qqn—1-ap—1+7rp—1, 0<rp_1<ap_1

—— ——
bfn, — an, - An, .
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Gruppenaufgabe:

Uberlege dir, dass der Euklidische Algorithmus in jedem Fall irgend-
wann abbricht, egal wie man bg und ag #= 0 auch immer wahlt. Tipp:

Betrachte mal die Folge (rn),ecn, der Reste. Was kannst du Uber diese
Folge aussagen?
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Beispiel:

Wir mdchten mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus ¢g¢gT'(84,315)
bestimmen.

Fuhren wir den Euklidischen Algorithmus fur bg = 315 und ag = 84
durch, so erhalten wir das folgende Schema:

315 = 3-84+ 63
84 = 1-63+21
63 = 3-21+40.

Wie wir uns gerade in der Aufgabe uberlegt haben, gilt also:

ggT(315,84) = 21.
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Aufgabe 2:

Berechne mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus den groBten gemein-
samen Teiler von

(a) 308 und 70 ,

(b) 396 und 210
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Satz 8 Der groBte gemeinsame Teiler ggT (a,b) von zwei ganzen Zah-
len a und b kann als Linearkombination von a und b mit ganzzahligen
Koeffizienten dargestellt werden, d.h. es gibt ¢, d € Z mit

ggT (a,b) = ca + db.

Insbesondere gilt: Wenn a und b relativ prim sind, dann hat die
Gleichung

1l =xa+ yb

eine ganzzahlige Lbsung (x,v).
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Man beachte, dass die ¢, d € Z mit

ggT(a,b) = ca + db

nicht eindeutig bestimmt sind. Erflllt das Paar (c¢,d) diese Glei-
chung, so auch alle Paare (c,d") mit

d =c+ kb und d =d— ka

mit einem beliebigen k € Z.
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Die Frage ist jetzt naturlich:

Wie berechne ich ¢ und d~7

Antwort: spater!

Wir wollen uns erst vom Nutzen
uberzeugen!

= am Smart-Notebook vorrechnen
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Wie kommt man auf die ganzzahlige Linearkombination?

Ziel:

Findece Z und d € Z mit

c-b+d-a=ggT(a,b).

= am Smart-Notebook vorrechnen
= Arbeitsblatt 3
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Beispiel: Wir mochten ¢¢7T'(3370,315) bestimmen und g¢g7' (3370, 315)

als ganzzahlige Linearkombination von 3370 und 315 darstellen.

3370= 10-315+ 220 : 0 <220 <315 :
315 = 1-220+4 95 , 0 <95 <220 :
220 = 2-95+ 30 , 0<30<95 :
95 = 3-30+5 : 0<5<30 :

30 = 6-5
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Zur Kontrolle der gerade am Smartboard vorgefuhrten Rechnung:

5 = 95—3-30
= 95-—3-(220—2-95)
= 7.95-3.220
= 7-(315—1-220) — 3220
= (—10)-220+7-315
= (—10)- (3370 —10-315) 4+ 7 - 315

= 107-315-10-3370.
36



Aufgabe 3:

Bestimme mit der soeben dargestellten Methode den grol3ten gemein-
samen Teiler ggT'(32174,6418) und stelle g¢g7'(32174,6418) als ganz-
zahlige Linearkombination von 32174 und 6418 dar!
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Zur Erinnerung:

Da X; und p teilerfremd sind, gibt es ganze Zahlen ¢ und d mit

1 =g9T(X;,p) =c-X;+d-p.

Rechnet man modulo p, so erhalt man:

1EC-XZ' (mod p),

und es gilt in der Tat:
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Gruppenaufgabe:

Es sei ein Primzahlmodul p = 647 gewahlt.

Berechne 20~1 (mod 647).
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Die Eigenschaften des Inversen Kongruenz-Generators

I. Frage nach der VVerbesserung der bisherigen Nachteile:

II. Frage nach dem Erhalt der bisherigen Vorteile:

= Arbeitsblatt 4
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Satz 9 (Eichenauer/Lehn, 1986) Es seien a, ¢ und p die Parameter
des Inversen Kongruenz-Generators. Dann gilt flir die Periodenlange A\
(beginnend bei Xg = 0) folgendes:

(i) Wenn es eine ganze Zahl q mit ¢° = 4a + ¢? % 0 (mod p) gibt,
dann ist die um eins vermehrte Periodenlange A\ + 1 ein Teiler von

p—1.

(i) Wenn 4a+c¢? =0 (mod p) gilt, dann ist die Periodenldnge \ gleich
p—1.

l(iii)) Wenn es keine ganze Zahl ¢ mit ¢° = 4a + ¢? (mod p) gibt, dann
ist die um eins vermehrte Periodenlange X+ 1 ein Teiler von p+ 1.
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Aufgabe 4.

Priufe nach, dass der Inverse Kongruenz-Generator mita =1, ¢ = 2 und
p = 11 der obigen Bedingung (iii) von Satz 3.1 geniigt und maximale
Periodenlange hat, indem du fur Xg = 0 die Folgenglieder Xq,...,X10

berechnest und verifizierst, dass sie alle Zahlen zwischen 1 und 10
annehmen.

= Arbeitsblatt 5
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Satz 10 (Eichenauer-Herrmann, 1991) Gegeben sei ein Inverser
Kongruenz-Generator mit maximaler Periodenlange. Flr ein beliebi-
ges k > 2 betrachten wir k aufeinanderfolgende Zufallszahlen dieses
Generators und fassen diese als Punkte im RF auf. Dann enthélt keine
Hyperebene im R¥ mehr als k Punkte.
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Sprich: In der zweidimensionalen Darstellung enthalt keine Gerade
mehr als zwei Punkte, in der dreidimensionalen Darstellung enthalt
keine Ebene mehr als drei Punkte, etc.

Toll! Das ist ein Verhalten, was man sich von Pseudo-Zufallszahlen
wunscht!
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Aufgabe 5.

Erzeuge mit dem Dbereits programmierten Inversen Kongruenz-
Generator 2500 Zufallszahlen mit den Parametern a = 66, p = 2027
und ¢ = 1. Lasse dir die Zufallszahlen als Paare in der Ebene darstellen,
wie wir das beim Linearen Kongruenz-Generator gemacht haben. Was
fallt dir auf? Bestatigen sich die obigen Ergebnisse auch optisch?
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